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In ઢ࡯࡮࡭ the following relationship holds: 

݊௔݃௔ ≥ ,௖ݎ௕ݎ ܾଶ + ܿଶ = ݊௔ଶ + ݃௔ଶ + ,௔ݎݎ2 2ܾܿ = ௖ݎ௕ݎ2 +  ௔ݎݎ2
4݉௔

ଶ = ݊௔ଶ + ݃௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ2  

݃௔ଶ ≥
ଶ(௖ݎ௕ݎ)

݊௔ଶ
⇒ ݊௔ଶ + ݃௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ2 ≥ ݊௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ2 + ൬

௖ݎ௕ݎ
݊௔

൰
ଶ

 

⇒ ૝ࢇ࢓
૛ ≥ ૛ࢇ࢔ + ൬

ࢉ࢘࢈࢘
ࢇ࢔

൰
૛

+ ૛ࢇ࢔ ⋅
ࢉ࢘࢈࢘
ࢇ࢔

⇒ ૛ࢇ࢓ ≥ ࢇ࢔ +
ࢉ࢘࢈࢘
ࢇ࢔

; (૚) 

Adding these up relations, it follows: 

૛(ࢇ࢓ + ࢈࢓ + (ࢉ࢓ ≥෍ࢇ࢔
ࢉ࢟ࢉ

+ ෍
ࢉ࢘࢈࢘
ࢉ࢟ࢉࢇ࢔

; (૛) 

ૡࢉ࢓࢈࢓ࢇ࢓ ≥ෑ൬ࢇ࢔ +
ࢉ࢘࢈࢘
ࢇ࢔

൰
ࢉ࢟ࢉ

; (૜) 

૛ࢇ࢓ − ࢇ࢔ ≥
ࢉ࢘࢈࢘
ࢇ࢔

⇒ෑ(૛ࢇ࢓ − (ࢇ࢔
ࢉ࢟ࢉ

≥
૛(ࢉ࢘࢈࢘ࢇ࢘)

ࢉ࢔ࢉ࢔ࢇ࢔
; (૝) 

ࢇ࢓૛)ࢇ࢔ − (ࢇ࢔ ≥ ࢉ࢘࢈࢘ ⇒ ૛ࢇ࢔ࢇ࢓ ≥ ૛ࢇ࢔ + ;ࢉ࢘࢈࢘ (૞) 

∵ ࢈࢘ࢇ࢘ + ࢉ࢘࢈࢘ + ࢇ࢘ࢉ࢘ = ૛࢙ ⇒ ૛෍ࢇ࢔ࢇ࢓
ࢉ࢟ࢉ

= ૛࢙ + ෍ࢇ࢔૛

ࢉ࢟ࢉ

; (૟) 

∵ ૛ࢇ࢔ + ૛࢈࢔ + ૛ࢉ࢔ ≥ ࢈࢔ࢇ࢔ + ࢉ࢔࢈࢔ + ࢇ࢔ࢉ࢔ ⇒ ૛෍ࢇ࢔ࢇ࢓
ࢉ࢟ࢉ

≥ ૛࢙ + ෍࢈࢔ࢇ࢔
ࢉ࢟ࢉ

; (ૠ) 

But ࢈࢔ࢇ࢔ + ࢉ࢔࢈࢔ + ࢇ࢔ࢉ࢔ ≥ ૛࢙ ⇒ ∑ ࢉ࢟ࢉࢇ࢔ࢇ࢓ ≥ ;૛࢙ (ૡ) 

∵ ݊௔ଶ + ݊௕ଶ + ݊௖ଶ =
ଶ(3ܴݏ − (ݎ − 4ܴ)ݎ + ଶ(ݎ

ܴ ⇒ 

2෍݉௔݊௔
௖௬௖

≥ ଶݏ +
ଶ(3ܴݏ − (ݎ − 4ܴ)ݎ + ଶ(ݎ

ܴ ⇒ 

෍ࢇ࢔ࢇ࢓
ࢉ࢟ࢉ

≥
ࡾ૛(૝࢙ − −(࢘ ࡾ૝)࢘ + ૛(࢘

૛ࡾ
; (ૢ) 

8݉௔݊௔ ≥ 4݊௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ4 ⇒ 8݉௔݊௔ − ௖ݎ௕ݎ2 ≥ 4݊௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ2  
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∵ (ܾ − ܿ)ଶ = ݊௔ଶ + ݃௔ଶ − ௖ݎ௕ݎ2  

4(݊௔ −݉௔)ଶ = 4݉௔
ଶ + 4݊௔ଶ − 8݊௔݉௔ = ݊௔ଶ + ݃௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ2 + 4݊௔ଶ − 8݊௔݉௔  

⇒ 8݉௔݊௔ − ௖ݎ௕ݎ2 ≥ 4݊௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ2  

⇒ ݊௔ଶ + ݃௔ଶ + 8݉௔݊௔ − ௖ݎ௕ݎ2 ≥ ݊௔ଶ + ݃௔ଶ4݊௔ଶ + ௖ݎ௕ݎ2 ⇒ (ܾ − ܿ)ଶ ≥ 4(݊௔ −݉௔)ଶ 

1
4

(ܾ − ܿ)ଶ ≥ (݊௔ −݉௔)ଶ ⇒
1
2

|ܾ − ܿ| ≥ ݊௔ −݉௔ 

So, we get a new inequality: 

 ૚
૛

࢈| − |ࢉ ≥ ࢇ࢔ ;ࢇ࢓− (૚૙) 

Adding, it follows ଵ
ଶ
∑ |ܾ − ܿ|௖௬௖ ≥ ∑ (݊௔ −݉௔)௖௬௖  

But ଵ
ଶ
∑ |ܾ − ܿ|௖௬௖ = max{ܽ, ܾ, ܿ} − min{ܽ,ܾ, ܿ} hence, 

,࢈,ࢇ}ܠ܉ܕ {ࢉ ,࢈,ࢇ}ܖܑܕ− {ࢉ ≥෍(ࢇ࢔ (ࢇ࢓−
ࢉ࢟ࢉ

; (૚૚) 

∵ ൞

૚
૛

࢈| − |ࢉ ≥ ࢇ࢓ − ࢇ࢙
૚
૛

࢈| − |ࢉ ≥ ࢇ࢔ ࢇ࢓−

⇒ ࢈| − |ࢉ ≥ ࢇ࢔ − ;ࢇ࢙ (૚૛) 

⇒෍|࢈ − |ࢉ
ࢉ࢟ࢉ

≥෍(ࢇ࢔ − (ࢇ࢙
ࢉ࢟ࢉ

; (૚૜) 

⇒ ,࢈,ࢇ}ܠ܉ܕ {ࢉ ,࢈,ࢇ}ܖܑܕ− {ࢉ ≥
૚
૛
෍(ࢇ࢔ − (ࢇ࢙
ࢉ࢟ࢉ

; (૚૝) 

∵ ൜
࢈| − |ࢉ ≥ ࢇ࢔ − ࢇࢍ
࢈| − |ࢉ ≥ ࢇ࢔ − ࢇ࢙

⇒ ૛|࢈ − |ࢉ ≥ ૛ࢇ࢔ ࢇࢍ− −  ࢇ࢙

⇒ ࢈| − |ࢉ ≥
૚
૛

(૛ࢇ࢔ − ࢇࢍ − ;(ࢇ࢙ (૚૞) 

⇒෍|࢈ − |ࢉ
ࢉ࢟ࢉ

≥
૚
૛
෍(૛ࢇ࢔ − ࢇ࢙ − (ࢇࢍ
ࢉ࢟ࢉ

; (૚૟) 

⇒ ,࢈,ࢇ}ܠ܉ܕ {ࢉ ,࢈,ࢇ}ܖܑܕ− {ࢉ ≥
૚
૝
෍(૛ࢇ࢔ − ࢇࢍ − (ࢇ࢙
ࢉ࢟ࢉ

; (૚ૠ) 
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∵ ݊௔݃௔ ≥ ݉௔ݓ௔ ⇒ ݊௔ ≥
݉௔ݓ௔
݃௔

⇒
1
2

|ܾ − ܿ| ≥
݉௔ݓ௔
݃௔

−݉௔  

⇒
૚
૛

࢈| − |ࢉ ≥
ࢇ࢝)ࢇ࢓ (ࢇࢍ−

ࢇࢍ
⇒
૚
૛
⋅

࢈| − |ࢉ
ࢇ࢓

≥
ࢇ࢝

ࢇࢍ
− ૚; (૚ૡ) 

૚
૛
෍

࢈| − |ࢉ
ࢉ࢟ࢉࢇ࢓

≥
ࢇ࢝

ࢇࢍ
+
࢈࢝

࢈ࢍ
+
ࢉ࢝

ࢉࢍ
− ૜; (૚ૢ) 

࢈| − |ࢉ ≥
ࢇ࢝ࢇ࢓

ࢇࢍ
− ;ࢇ࢙ (૛૙) 

,࢈,ࢇ}ܠ܉ܕ {ࢉ ,࢈,ࢇ}ܖܑܕ− {ࢉ ≥
૚
૛
෍൬

ࢇ࢝ࢇ࢓

ࢇࢍ
− ൰ࢇ࢙

ࢉ࢟ࢉ

; (૛૚) 

∵
݊௔ଶ

ℎ௔ଶ
= 1 +

(ܾ − ܿ)ଶ

4ܴଶ  

1
2

|ܾ − ܿ| ≥ ݊௔ −݉௔ ⇒
|ܾ − ܿ|

ݎ2
≥
݊௔ −݉௔

ݎ
⇒

(ܾ − ܿ)ଶ

ଶݎ4
≥

(݊௔ −݉௔)ଶ

ଶݎ
⇒ 

૛ࢇ࢔

૛ࢇࢎ
≥
૛࢘ + ࢇ࢔) ૛(ࢇ࢓−

૛࢘
⇒

ࢇ࢔
ࢇ࢓

≥
ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ૛࢘

࢘
; (૛૛) 

ࢇ࢔
ࢇࢎ

+
࢈࢔
࢈ࢎ

+
ࢉ࢔
ࢉࢎ

≥෍
ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ૛࢘

࢘
ࢉ࢟ࢉ

; (૛૜) 

∵
ݎ
ℎ௔

≥
ඥ(݊௔ −݉௔)ଶ + ଶݎ

݊௔ଶ
,

1
ℎ௔

+
1
ℎ௕

+
1
ℎ௖

=
1
ݎ ⇒ 

૚ ≥෍
ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ૛࢘

ࢉ࢟ࢉ૛ࢇ࢔

; (૛૝) 

From |ܾ − ܿ| ≥ ݊௔ − ௔ݏ ⇒ (ܾ − ܿ)ଶ ≥ (݊௔ − ௔)ଶݏ = ݊௔ଶ + ௔ଶݏ − 2݊௔ݏ௔  

݊௔ଶ + ݃௔ଶ − ௖ݎ௕ݎ2 = ݊௔ଶ + ௔ଶݏ − 2݊௔ݏ௔ ⇒ ௔(2݊௔ݏ − (௔ݏ ≥ ௖ݎ௕ݎ2 − ݃௔ଶ ⇒ 

ࢇ࢔૛)ࢇ࢙ − (ࢇ࢙ ≥ ૛ࢉ࢘࢈࢘ − ;૛ࢇࢍ (૛૞) 

∵ ࢇ࢙ ≥
૛ࢉ࢘࢈࢘ − ૛ࢇࢍ

૛ࢇ࢔ − ࢇ࢙
⇒ ࢇ࢙ + ࢈࢙ + ࢉ࢙ ≥෍

૛ࢉ࢘࢈࢘ − ૛ࢇࢍ

૛ࢇ࢔ − ࢉ࢟ࢉࢇ࢙

; (૛૟) 
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∵ ࢉ࢘࢈࢘ ≥ ࢇ࢝
૛ ⇔ ࢙)࢙ − (ࢇ ≥ ࢇ࢝

૛ ⇒ 

ࢇ࢙ + ࢈࢙ + ࢉ࢙ ≥෍
૛ࢇ࢝

૛ − ૛ࢇࢍ

૛ࢇ࢔ − ࢉ࢟ࢉࢇ࢙

; (૛ૠ) 

ࢉ࢙࢈࢙ࢇ࢙ ≥ෑ
૛ࢉ࢘࢈࢘ − ૛ࢇࢍ

૛ࢇ࢔ − ࢉ࢟ࢉࢇ࢙

; (૛ૡ) 

ࢉ࢙࢈࢙ࢇ࢙ ≥ෑ
૛ࢇ࢝

૛ − ૛ࢇࢍ

૛ࢇ࢔ − ࢉ࢟ࢉࢇ࢙

; (૛ૢ) 

∵ ૛ࢇ࢔ − ࢇ࢙ ≥
૛ࢉ࢘࢈࢘ ૛ࢇࢍ−

ࢇ࢙
⇒ ૛ࢇ࢔ ≥ ࢇ࢙ +

૛ࢉ࢘࢈࢘ − ૛ࢇࢍ

ࢇ࢙
; (૜૙) 

∵ 2݊௔ ≥ ௔ݏ +
௖ݎ௕ݎ2 − ݃௔ଶ

௔ݏ
, ݃௔ଶ = ݏ) − ܽ)ଶ + ℎ௔ݎ2  

௖ݎ௕ݎ2 − ݃௔ଶ = ݏ)ݏ2 − ܽ) − ݃௔ଶ = ݏ)ݏ2 − ܽ) − ݏ) − ܽ)ଶ − ℎ௔ݎ2  
௖ݎ௕ݎ2 − ݃௔ଶ = ݏ) − ݏ2)(ܽ − ݏ + ܽ) −  ℎ௔ݎ2

௖ݎ௕ݎ2 − ݃௔ଶ = ݏ) − ݏ)(ܽ + ܽ) − ℎ௔ݎ2 = ଶݏ − ܽଶ −  ℎ௔ݎ2
ଶݏ = ݊௔ଶ + ௔ℎ௔ݎ2 ⇒ ௖ݎ௕ݎ2 − ݃௔ଶ = ݊௔ଶ − ܽଶ + 2ℎ௔ − ܽଶ −  ℎ௔ݎ2

⇒ ૛ࢇ࢔ ≥ ࢇ࢙ +
૛ࢇ࢔ − ૛ࢇ + ૛ࢇ࢘)ࢇࢎ − (࢘

ࢇ࢙
; (૜૚) 

૛෍ࢇ࢔
ࢉ࢟ࢉ

≥෍ࢇ࢙
ࢉ࢟ࢉ

+ ෍
૛ࢇ࢔ − ૛ࢇ + ૛ࢇ࢘)ࢇࢎ − (࢘

ࢉ࢟ࢉࢇ࢙

; (૜૛) 

∵ ଶݏ = ݊௔ଶ + ௔ℎ௔ݎ2 ⇒ ଶݏ − ݊௔ଶ = ௔ℎ௔ݎ2 ⇒ ݏ) + ݊௔)(ݏ − ݊௔) = ௔ℎ௔ݎ2  

⇒
ݏ − ݊௔
ℎ௔

=
௔ݎ2

ݏ + ݊௔
⇒

ݏ
ℎ௔

=
݊௔
ℎ௔

+
௔ݎ2

ݏ + ݊௔
,
ݏ
ℎ௔

=
ܽ

ݎ2 ⇒ 

ܽ
ݎ2 =

݊௔
ℎ௔

+
௔ݎ2

ݏ + ݊௔
 

݊௔
ℎ௔

≥
ඥ(݊௔ −݉௔)ଶ + ଶݎ

ݎ ⇒
ܽ − ඥ(݊௔ −݉௔)ଶ + ଶݎ

ݎ2 ≥
௔ݎ2

ݏ + ݊௔
 

ܽ − 2ඥ(݊௔ −݉௔)ଶ + ଶݎ ≥
௔ݎݎ4
ݏ + ݊௔

=
ݏ)4 − ݏ)(ܾ − ܿ)

ݏ + ݊௔
 

ࢇ ≥ ૛ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ૛࢘ +
૝ࢇ࢘࢘
࢙ + ࢇ࢔

=
૝(࢙ − ࢙)(࢈ − (ࢉ

࢙ + ࢇ࢔
; (૜૜) 
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࢙ ≥ ෍ቆඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ૛࢘ +
૛(࢙ − ࢙)(࢈ − (ࢉ

࢙ + ࢇ࢔
ቇ

ࢉ࢟ࢉ

; (૜૝) 

∵
ݏ

ݏ − ܽ =
ℎ௔

ℎ௔ − ݎ2 =
௔ݎ
ݎ ⇒

ݏ − ܽ
ℎ௔ − ݎ2 =

ݏ
ℎ௔

,
1
ℎ௔

+
1
ℎ௕

+
1
ℎ௖

=
1
ݎ ,

ݏ − ܽ
ℎ௔ − ݎ2 =

ܽ
 ݎ2

࢙ − ࢇ
ࢇࢎ − ૛࢘ ≥

ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ૛࢘

࢘ +
૛ࢇ࢘
࢙ + ࢇ࢔

; (૜૞) 

⇒
࢙
࢘

= ෍
−࢙ ࢇ
ࢇࢎ − ૛࢘

ࢉ࢟ࢉ

≥෍
ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ૛࢘

࢘
+

૛ࢇ࢘
࢙ + ࢉ࢟ࢉࢇ࢔

; (૜૟) 

∵
ଶݏ

ℎ௔ଶ
=
݊௔ଶ

ℎ௔ଶ
+

௔ݎ2
ℎ௔

⇒
ܽଶ

ଶݎ4 =
݊௔ଶ

ℎ௔ଶ
+

௔ݎ2
ℎ௔

 

ݎ
2ܴ ⋅

௔ݎ
ℎܽ =

௔ݎ − ݎ
4ܴ = sinଶ

ܣ
2 ⇒

௔ݎ
ℎ௔

=
௔ݎ − ݎ

ݎ2  

ܽଶ

ଶݎ4 =
݊௔ଶ

ℎ௔ଶ
+
௔ݎ − ݎ
ݎ ≥

(݊௔ −݉௔)ଶ + ଶݎ

ଶݎ +
௔ݎ − ݎ
ݎ  

ܽଶ

4ܴଶ ≥
(݊௔ −݉௔)ଶ

ଶݎ + 1 − 1 +
௔ݎ
ݎ =

(݊௔ −݉௔)ଶ + ݏ) − ݏ)(ܾ − ܿ)
ଶݎ  

⇒
ܽଶ

4 ≥ (݊௔ −݉௔)ଶ + ݏ) − ݏ)(ܾ − ܿ), ௔ݎݎ = ݏ) − ݏ)(ܾ − ܿ) ⇒ 
ࢇ
૛ ≥

ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ࢙) − ࢙)(࢈ − ;(ࢉ (૜ૠ) 

࢙ ≥ ෍ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ࢙) − ࢙)(࢈ − (ࢉ
ࢉ࢟ࢉ

; (૜ૡ) 

2෍݉௔݊௔
௖௬௖

≥ ଶݏ + ෍݊௔ଶ
௖௬௖

 

૛෍ࢇ࢔ࢇ࢓
ࢉ࢟ࢉ

≥ ቎෍ඥ(ࢇ࢔ ૛(ࢇ࢓− + ࢙) − ࢙)(࢈ − (ࢉ
ࢉ࢟ࢉ

቏

૛

+෍ࢇ࢔૛

ࢉ࢟ࢉ

; (૜ૢ) 
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