
 
www.ssmrmh.ro 

1 RMM-ABOUT NAGEL’S AND GERGONNE’S CEVIANS-VIII 
 

ABOUT NAGEL’S AND GERGONNE’S CEVIANS-VIII 

By Bogdan Fuștei-Romania 

Edited by Florică Anastase-Romania 

In 횫푨푩푪 the following relationship holds: 

푛 푔 ≥ 푟 푟 , 푏 + 푐 = 푛 + 푔 + 2푟푟 , 2푏푐 = 2푟 푟 + 2푟푟  
4푚 = 푛 + 푔 + 2푟 푟  

푔 ≥
(푟 푟 )
푛 ⇒ 푛 + 푔 + 2푟 푟 ≥ 푛 + 2푟 푟 +

푟 푟
푛  

⇒ ퟒ풎풂
ퟐ ≥ 풏풂ퟐ +

풓풃풓풄
풏풂

ퟐ
+ ퟐ풏풂 ⋅

풓풃풓풄
풏풂

⇒ ퟐ풎풂 ≥ 풏풂 +
풓풃풓풄
풏풂

; (ퟏ) 

Adding these up relations, it follows: 

ퟐ(풎풂 + 풎풃 + 풎풄) ≥ 풏풂
풄풚풄

+
풓풃풓풄
풏풂풄풚풄

; (ퟐ) 

ퟖ풎풂풎풃풎풄 ≥ 풏풂 +
풓풃풓풄
풏풂풄풚풄

; (ퟑ) 

ퟐ풎풂 − 풏풂 ≥
풓풃풓풄
풏풂

⇒ (ퟐ풎풂 − 풏풂)
풄풚풄

≥
(풓풂풓풃풓풄)ퟐ

풏풂풏풄풏풄
; (ퟒ) 

풏풂(ퟐ풎풂 − 풏풂) ≥ 풓풃풓풄 ⇒ ퟐ풎풂풏풂 ≥ 풏풂ퟐ + 풓풃풓풄; (ퟓ) 

∵ 풓풂풓풃 + 풓풃풓풄 + 풓풄풓풂 = 풔ퟐ ⇒ ퟐ 풎풂풏풂
풄풚풄

= 풔ퟐ + 풏풂ퟐ

풄풚풄

; (ퟔ) 

∵ 풏풂ퟐ + 풏풃ퟐ + 풏풄ퟐ ≥ 풏풂풏풃 + 풏풃풏풄 + 풏풄풏풂 ⇒ ퟐ 풎풂풏풂
풄풚풄

≥ 풔ퟐ + 풏풂풏풃
풄풚풄

; (ퟕ) 

But 풏풂풏풃 + 풏풃풏풄 + 풏풄풏풂 ≥ 풔ퟐ ⇒ ∑ 풎풂풏풂풄풚풄 ≥ 풔ퟐ; (ퟖ) 

∵ 푛 + 푛 + 푛 =
푠 (3푅 − 푟) − 푟(4푅 + 푟)

푅 ⇒ 

2 푚 푛 ≥ 푠 +
푠 (3푅 − 푟) − 푟(4푅 + 푟)

푅 ⇒ 

풎풂풏풂
풄풚풄

≥
풔ퟐ(ퟒ푹 − 풓)− 풓(ퟒ푹 + 풓)ퟐ

ퟐ푹
; (ퟗ) 

8푚 푛 ≥ 4푛 + 4푟 푟 ⇒ 8푚 푛 − 2푟 푟 ≥ 4푛 + 2푟 푟  
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∵ (푏 − 푐) = 푛 + 푔 − 2푟 푟  

4(푛 − 푚 ) = 4푚 + 4푛 − 8푛 푚 = 푛 + 푔 + 2푟 푟 + 4푛 − 8푛 푚  

⇒ 8푚 푛 − 2푟 푟 ≥ 4푛 + 2푟 푟  

⇒ 푛 + 푔 + 8푚 푛 − 2푟 푟 ≥ 푛 + 푔 4푛 + 2푟 푟 ⇒ (푏 − 푐) ≥ 4(푛 − 푚 )  

1
4

(푏 − 푐) ≥ (푛 − 푚 ) ⇒
1
2

|푏 − 푐| ≥ 푛 − 푚  

So, we get a new inequality: 

 ퟏ
ퟐ

|풃 − 풄| ≥ 풏풂 −풎풂; (ퟏퟎ) 

Adding, it follows ∑ |푏 − 푐| ≥ ∑ (푛 −푚 ) 

But ∑ |푏 − 푐| = max{푎, 푏, 푐} − min{푎,푏, 푐} hence, 

퐦퐚퐱{풂,풃, 풄} −퐦퐢퐧{풂,풃, 풄} ≥ (풏풂 −풎풂)
풄풚풄

; (ퟏퟏ) 

∵

ퟏ
ퟐ

|풃 − 풄| ≥ 풎풂 − 풔풂
ퟏ
ퟐ

|풃 − 풄| ≥ 풏풂 −풎풂

⇒ |풃 − 풄| ≥ 풏풂 − 풔풂; (ퟏퟐ) 

⇒ |풃 − 풄|
풄풚풄

≥ (풏풂 − 풔풂)
풄풚풄

; (ퟏퟑ) 

⇒ 퐦퐚퐱{풂,풃, 풄} −퐦퐢퐧{풂,풃, 풄} ≥
ퟏ
ퟐ

(풏풂 − 풔풂)
풄풚풄

; (ퟏퟒ) 

∵
|풃 − 풄| ≥ 풏풂 − 품풂
|풃 − 풄| ≥ 풏풂 − 풔풂

⇒ ퟐ|풃 − 풄| ≥ ퟐ풏풂 −품풂 − 풔풂 

⇒ |풃 − 풄| ≥
ퟏ
ퟐ

(ퟐ풏풂 − 품풂 − 풔풂); (ퟏퟓ) 

⇒ |풃 − 풄|
풄풚풄

≥
ퟏ
ퟐ

(ퟐ풏풂 − 풔풂 − 품풂)
풄풚풄

; (ퟏퟔ) 

⇒ 퐦퐚퐱{풂,풃, 풄} −퐦퐢퐧{풂,풃, 풄} ≥
ퟏ
ퟒ

(ퟐ풏풂 − 품풂 − 풔풂)
풄풚풄

; (ퟏퟕ) 



 
www.ssmrmh.ro 

3 RMM-ABOUT NAGEL’S AND GERGONNE’S CEVIANS-VIII 
 

∵ 푛 푔 ≥ 푚 푤 ⇒ 푛 ≥
푚 푤
푔 ⇒

1
2

|푏 − 푐| ≥
푚 푤
푔 −푚  

⇒
ퟏ
ퟐ

|풃 − 풄| ≥
풎풂(풘풂 −품풂)

품풂
⇒
ퟏ
ퟐ
⋅

|풃 − 풄|
풎풂

≥
풘풂

품풂
− ퟏ; (ퟏퟖ) 

ퟏ
ퟐ

|풃 − 풄|
풎풂풄풚풄

≥
풘풂

품풂
+
풘풃

품풃
+
풘풄

품풄
− ퟑ; (ퟏퟗ) 

|풃 − 풄| ≥
풎풂풘풂

품풂
− 풔풂; (ퟐퟎ) 

퐦퐚퐱{풂,풃, 풄} −퐦퐢퐧{풂,풃, 풄} ≥
ퟏ
ퟐ

풎풂풘풂

품풂
− 풔풂

풄풚풄

; (ퟐퟏ) 

∵
푛
ℎ = 1 +

(푏 − 푐)
4푅  

1
2

|푏 − 푐| ≥ 푛 − 푚 ⇒
|푏 − 푐|

2푟
≥
푛 −푚

푟
⇒

(푏 − 푐)
4푟

≥
(푛 − 푚 )

푟
⇒ 

풏풂ퟐ

풉풂ퟐ
≥
풓ퟐ + (풏풂 −풎풂)ퟐ

풓ퟐ
⇒

풏풂
풎풂

≥
(풏풂 −풎풂)ퟐ + 풓ퟐ

풓
; (ퟐퟐ) 

풏풂
풉풂

+
풏풃
풉풃

+
풏풄
풉풄

≥
(풏풂 −풎풂)ퟐ + 풓ퟐ

풓
풄풚풄

; (ퟐퟑ) 

∵
푟
ℎ ≥

(푛 −푚 ) + 푟
푛 ,

1
ℎ +

1
ℎ +

1
ℎ =

1
푟 ⇒ 

ퟏ ≥
(풏풂 −풎풂)ퟐ + 풓ퟐ

풏풂ퟐ풄풚풄

; (ퟐퟒ) 

From |푏 − 푐| ≥ 푛 − 푠 ⇒ (푏 − 푐) ≥ (푛 − 푠 ) = 푛 + 푠 − 2푛 푠  

푛 + 푔 − 2푟 푟 = 푛 + 푠 − 2푛 푠 ⇒ 푠 (2푛 − 푠 ) ≥ 2푟 푟 − 푔 ⇒ 

풔풂(ퟐ풏풂 − 풔풂) ≥ ퟐ풓풃풓풄 − 품풂ퟐ; (ퟐퟓ) 

∵ 풔풂 ≥
ퟐ풓풃풓풄 − 품풂ퟐ

ퟐ풏풂 − 풔풂
⇒ 풔풂 + 풔풃 + 풔풄 ≥

ퟐ풓풃풓풄 − 품풂ퟐ

ퟐ풏풂 − 풔풂풄풚풄

; (ퟐퟔ) 
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∵ 풓풃풓풄 ≥ 풘풂
ퟐ ⇔ 풔(풔 − 풂) ≥ 풘풂

ퟐ ⇒ 

풔풂 + 풔풃 + 풔풄 ≥
ퟐ풘풂

ퟐ − 품풂ퟐ

ퟐ풏풂 − 풔풂풄풚풄

; (ퟐퟕ) 

풔풂풔풃풔풄 ≥
ퟐ풓풃풓풄 − 품풂ퟐ

ퟐ풏풂 − 풔풂풄풚풄

; (ퟐퟖ) 

풔풂풔풃풔풄 ≥
ퟐ풘풂

ퟐ − 품풂ퟐ

ퟐ풏풂 − 풔풂풄풚풄

; (ퟐퟗ) 

∵ ퟐ풏풂 − 풔풂 ≥
ퟐ풓풃풓풄 −품풂ퟐ

풔풂
⇒ ퟐ풏풂 ≥ 풔풂 +

ퟐ풓풃풓풄 − 품풂ퟐ

풔풂
; (ퟑퟎ) 

∵ 2푛 ≥ 푠 +
2푟 푟 − 푔

푠 , 푔 = (푠 − 푎) + 2푟ℎ  

2푟 푟 − 푔 = 2푠(푠 − 푎) − 푔 = 2푠(푠 − 푎) − (푠 − 푎) − 2푟ℎ  
2푟 푟 − 푔 = (푠 − 푎)(2푠 − 푠 + 푎) − 2푟ℎ  

2푟 푟 − 푔 = (푠 − 푎)(푠 + 푎) − 2푟ℎ = 푠 − 푎 − 2푟ℎ  
푠 = 푛 + 2푟 ℎ ⇒ 2푟 푟 − 푔 = 푛 − 푎 + 2ℎ − 푎 − 2푟ℎ  

⇒ ퟐ풏풂 ≥ 풔풂 +
풏풂ퟐ − 풂ퟐ + ퟐ풉풂(풓풂 − 풓)

풔풂
; (ퟑퟏ) 

ퟐ 풏풂
풄풚풄

≥ 풔풂
풄풚풄

+
풏풂ퟐ − 풂ퟐ + ퟐ풉풂(풓풂 − 풓)

풔풂풄풚풄

; (ퟑퟐ) 

∵ 푠 = 푛 + 2푟 ℎ ⇒ 푠 − 푛 = 2푟 ℎ ⇒ (푠 + 푛 )(푠 − 푛 ) = 2푟 ℎ  

⇒
푠 − 푛
ℎ =

2푟
푠 + 푛 ⇒

푠
ℎ =

푛
ℎ +

2푟
푠 + 푛 ,

푠
ℎ =

푎
2푟 ⇒ 

푎
2푟 =

푛
ℎ +

2푟
푠 + 푛  

푛
ℎ ≥

(푛 −푚 ) + 푟
푟 ⇒

푎 − (푛 − 푚 ) + 푟
2푟 ≥

2푟
푠 + 푛  

푎 − 2 (푛 − 푚 ) + 푟 ≥
4푟푟
푠 + 푛 =

4(푠 − 푏)(푠 − 푐)
푠 + 푛  

풂 ≥ ퟐ (풏풂 −풎풂)ퟐ + 풓ퟐ +
ퟒ풓풓풂
풔 + 풏풂

=
ퟒ(풔 − 풃)(풔 − 풄)

풔 + 풏풂
; (ퟑퟑ) 
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풔 ≥ (풏풂 −풎풂)ퟐ + 풓ퟐ +
ퟐ(풔 − 풃)(풔 − 풄)

풔 + 풏풂풄풚풄

; (ퟑퟒ) 

∵
푠

푠 − 푎 =
ℎ

ℎ − 2푟 =
푟
푟 ⇒

푠 − 푎
ℎ − 2푟 =

푠
ℎ ,

1
ℎ +

1
ℎ +

1
ℎ =

1
푟 ,

푠 − 푎
ℎ − 2푟 =

푎
2푟 

풔 − 풂
풉풂 − ퟐ풓 ≥

(풏풂 −풎풂)ퟐ + 풓ퟐ

풓 +
ퟐ풓풂
풔 + 풏풂

; (ퟑퟓ) 

⇒
풔
풓

=
풔 − 풂
풉풂 − ퟐ풓

풄풚풄

≥
(풏풂 −풎풂)ퟐ + 풓ퟐ

풓
+

ퟐ풓풂
풔 + 풏풂풄풚풄

; (ퟑퟔ) 

∵
푠
ℎ =

푛
ℎ +

2푟
ℎ ⇒

푎
4푟 =

푛
ℎ +

2푟
ℎ  

푟
2푅 ⋅

푟
ℎ푎 =

푟 − 푟
4푅 = sin

퐴
2 ⇒

푟
ℎ =

푟 − 푟
2푟  

푎
4푟 =

푛
ℎ +

푟 − 푟
푟 ≥

(푛 − 푚 ) + 푟
푟 +

푟 − 푟
푟  

푎
4푅 ≥

(푛 −푚 )
푟 + 1 − 1 +

푟
푟 =

(푛 −푚 ) + (푠 − 푏)(푠 − 푐)
푟  

⇒
푎
4 ≥ (푛 −푚 ) + (푠 − 푏)(푠 − 푐), 푟푟 = (푠 − 푏)(푠 − 푐) ⇒ 
풂
ퟐ ≥

(풏풂 −풎풂)ퟐ + (풔 − 풃)(풔 − 풄); (ퟑퟕ) 

풔 ≥ (풏풂 −풎풂)ퟐ + (풔 − 풃)(풔 − 풄)
풄풚풄

; (ퟑퟖ) 

2 푚 푛 ≥ 푠 + 푛  

ퟐ 풎풂풏풂
풄풚풄

≥ (풏풂 −풎풂)ퟐ + (풔 − 풃)(풔 − 풄)
풄풚풄

ퟐ

+ 풏풂ퟐ

풄풚풄

; (ퟑퟗ) 
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