
 
Prove the below closed form 

𝐈 = ∫
𝐉𝟏/𝟐(𝐱)𝐉−𝟏/𝟐(𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱 =
𝐞𝟐 − 𝟏

𝟐𝐞𝟐
 

Where, 𝑱𝒏(𝒙) is the Bessel function of the first kind. 
Proposed by Ankush Kumar Parcha-India 

Solution by Togrul Ehmedov-Azerbaijan 
 

𝐈 = ∫
𝐉𝟏/𝟐(𝐱)𝐉−𝟏/𝟐(𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱 = ∫
√

𝟐

𝛑𝐱
𝐬𝐢𝐧(𝐱)√

𝟐

𝛑𝐱
𝐜𝐨𝐬(𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱 =
𝟏

𝛑
∫

𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐱)

𝐱(𝟏 + 𝐱𝟐)

∞

𝟎

𝐝𝐱

=
𝟏

𝛑
∫
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐱)

𝐱

∞

𝟎

𝐝𝐱 −
𝟏

𝛑
∫
𝐱𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱 =
𝟏

𝟐
−
𝟏

𝛑
∫
𝐱𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱 

{
  
 

  
 
𝐟(𝐳) =

𝟐

𝛑
∫ (∫ 𝐟(𝐭)𝐜𝐨𝐬(𝐱𝐭)𝐝𝐭

∞

𝟎

)

∞

𝟎

𝐜𝐨𝐬(𝐳𝐱)𝐝𝐱

𝐟(𝐳) =
𝟐

𝛑
∫ (∫ 𝐟(𝐭)𝐬𝐢𝐧(𝐱𝐭)𝐝𝐭

∞

𝟎

)

∞

𝟎

𝐬𝐢𝐧(𝐳𝐱)𝐝𝐱

 , 𝐩𝐮𝐭 𝐟(𝐳) = 𝐞−𝐳  

⇒

{
  
 

  
 
𝐞−𝐳 =

𝟐

𝛑
∫ (∫ 𝐞−𝐭𝐜𝐨𝐬(𝐱𝐭)𝐝𝐭

∞

𝟎

)

∞

𝟎

𝐜𝐨𝐬(𝐳𝐱) 𝐝𝐱   

𝐞−𝐳 =
𝟐

𝛑
∫ (∫ 𝐞−𝐭𝐬𝐢𝐧(𝐱𝐭)𝐝𝐭

∞

𝟎

)

∞

𝟎

𝐬𝐢𝐧(𝐳𝐱) 𝐝𝐱

⇒

{
 
 

 
 𝐞−𝐳 =

𝟐

𝛑
∫
𝐜𝐨𝐬(𝐳𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱   

𝐞−𝐳 =
𝟐

𝛑
∫
𝐱𝐬𝐢𝐧(𝐳𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱

⇒

{
 
 

 
 𝛑

𝟐
𝐞−𝐳 = ∫

𝐜𝐨𝐬(𝐳𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱   

𝛑

𝟐
𝐞−𝐳 = ∫

𝐱𝐬𝐢𝐧(𝐳𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱

⇒ ∫
𝐱𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐱)

𝟏 + 𝐱𝟐

∞

𝟎

𝐝𝐱

=
𝛑

𝟐
𝐞−𝟐 

𝐈 =
𝟏

𝟐
−
𝟏

𝛑
(
𝛑

𝟐
𝐞−𝟐) =

𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐𝐞𝟐
=
𝐞𝟐 − 𝟏

𝟐𝐞𝟐
 

 

 


