
 
 

Solve for real numbers: 

𝟗𝛀𝟐(𝒙) + 𝟗𝛀(𝒙) + 𝟐 = 𝟎, 𝛀(𝒙) = ∫ √
𝒕

𝟏+ 𝒕𝟑

𝒙

𝟏

𝒅𝒕 
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Solution 1 by Bedri Hajrizi-Mitrovica-Kosovo 

𝛀(𝒙) = ∫
𝒕
𝟏
𝟐𝒅𝒕

√𝟏 + (𝒕
𝟑
𝟐)
𝟐

𝒙

𝟏

= |
𝒕
𝟑
𝟐 = 𝒖

𝟐

𝟑
𝒕
𝟏
𝟐𝒅𝒕 = 𝒅𝒖

| =
𝟐

𝟑
∫

𝒅𝒖

√𝟏 + 𝟒𝟐

𝒖𝟐

𝒖𝟏

= 

=
𝟐

𝟑
𝐥𝐧 (𝒕

𝟑
𝟐 + √𝟏 + 𝒕𝟑) |𝟏

𝒙 = 

=
𝟐

𝟑
𝐥𝐧 (𝒙

𝟑
𝟐 + √𝟏 + 𝒙𝟑) −

𝟐

𝟑
𝐥𝐧(𝟏 + √𝟐) =

𝟐

𝟑
𝐥𝐧
𝒙
𝟑
𝟐 + √𝟏 + 𝒙𝟑

𝟏 + √𝟐
 

𝛀(𝒙) =
−𝟗 ± √𝟗

𝟏𝟖
=
−𝟗 ± 𝟑

𝟏𝟖
=
−𝟑 ± 𝟏

𝟔
= ⟨

−
𝟐

𝟑
𝟏

𝟑

 

1) 𝐥𝐧
𝒙√𝒙+√𝟏+𝒙𝟑

𝟏+√𝟐
= −𝟏, 𝒙√𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟑⏟          

≥𝟏

=
(𝟏+√𝟐)

𝒆⏟  
<𝟏

 , no solution! 

2) 𝐥𝐧
𝒙√𝒙+√𝟏+𝒙𝟑

𝟏+√𝟐
=
𝟏

𝟐
 

𝒙√𝒙 + √𝟏 + 𝒙𝟑 = (𝟏 + √𝟐)√𝒆 

Let (𝟏 + √𝟐)√𝒆 = 𝒂 

√𝟏 + 𝒙𝟑 = 𝒂 − √𝒙𝟑|𝟐 

𝟏 + 𝒙𝟑 = 𝒂𝟐 − 𝟐𝒂√𝒙𝟑 + 𝒙𝟑 

𝟐𝒂√𝒙𝟑 = 𝒂𝟐 − 𝟏 



 
 

𝒙𝟑 =
𝒂𝟐 − 𝟏

𝟐𝒂
 

𝒙 = √
𝒂𝟐 − 𝟏

𝟐𝒂

𝟑

 

Solution 2 by Amin Hajiyev-Azerbaijan 

𝟗𝛀𝟐(𝒙) + 𝟗𝛀(𝒙) + 𝟐 = 𝟎;𝛀(𝒙) = ∫ √
𝒕

𝟏 + 𝒕𝟑

𝒙

𝟏

𝒅𝒕 

(𝛀(𝒙) +
𝟐

𝟑
) (𝛀(𝒙) +

𝟏

𝟑
) = 𝟎 → 𝛀𝟏(𝒙) = −

𝟐

𝟑
    𝛀𝟐(𝒙) = −

𝟏

𝟑
 

𝛀(𝒙) = ∫
√𝒕

√𝟏 + 𝒕𝟑

𝒙

𝟏

𝒅𝒕 ∴ (𝒕𝟑 = 𝒖 
𝒅𝒖

𝒅𝒕
= 𝟑𝒕𝟐 = 𝟑𝒖

𝟐
𝟑) 

𝛀(𝒙) =
𝟏

𝟑
∫

𝟏

√𝒖 + 𝒖𝟐

𝒙𝟑

𝟏

𝒅𝒖 ∴ (√𝒖 = 𝒗 
𝒅𝒗

𝒅𝒖
=
𝟏

𝟐𝒗
  𝒗 ∈ [𝒙√𝒙; 𝟏]) 

𝛀(𝒙) =
𝟏

𝟑
∫

𝟐𝒗

√𝒗𝟐 + 𝒗𝟒

𝒙√𝒙

𝟏

𝒅𝒗 =
𝟐

𝟑
∫

𝟏

√𝟏 + 𝒗𝟐

𝒙√𝒙

𝟏

𝒅𝒗 = 

=
𝟐

𝟑
|
𝟏

𝒙√𝒙

𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝒗) =
𝟐

𝟑
(𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝒙√𝒙) − 𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝟏)) 

{
−
𝟐

𝟑
=
𝟐

𝟑
(𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝒙√𝒙) − 𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝟏))

−
𝟏

𝟑
=
𝟐

𝟑
(𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝒙√𝒙) − 𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝟏))

   {
𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝒙√𝒙) = 𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝟏) − 𝟏

𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝒙√𝒙) = 𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝟏) −
𝟏

𝟐

 

Answer: 

𝒙𝟏 = 𝐬𝐢𝐧𝐡
𝟐
𝟑(𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝟏) − 𝟏) 

𝒙𝟐 = 𝐬𝐢𝐧𝐡
𝟐
𝟑 (𝐬𝐢𝐧𝐡−𝟏(𝟏) −

𝟏

𝟐
) 

Solution 3 by Ravi Prakash-New Delhi-India 

𝛀(𝒙) = ∫ √
𝒕

𝟏 + 𝒕𝟑

𝒙

𝟏

𝒅𝒕 = ∫
𝒕
𝟏
𝟐

√𝟏 + (𝒕
𝟑
𝟐)
𝟐

𝒙

𝟏

𝒅𝒕 



 
 

Put 𝒕
𝟑

𝟐 = 𝒖 ⇒
𝟑

𝟐
𝒕
𝟏

𝟐𝒅𝒕 = 𝒅𝒖 

∴ 𝛀(𝒙) =
𝟐

𝟑
∫

𝒅𝒖

√𝟏 + 𝒖𝟐

𝒙
𝟑
𝟐

𝟏

=
𝟐

𝟑
𝐥𝐨𝐠 (𝒖 + √𝟏 + 𝒖𝟐)]

𝟏

𝒙
𝟑
𝟐

 

=
𝟐

𝟑
[𝐥𝐨𝐠 (𝒙

𝟑

𝟐 + √𝟏 + 𝒙𝟑) − 𝐥𝐨𝐠(𝟏 + √𝟐)]      (1) 

Now, 𝟗𝛀(𝒙)𝟐 + 𝟗𝛀(𝒙) + 𝟐 = 𝟎 ⇒ (𝟑𝛀(𝒙) + 𝟏)(𝟑𝛀(𝒙) + 𝟐) = 𝟎 

⇒ 𝛀(𝒙) = −
𝟏

𝟑
 or 𝛀(𝒙) = −

𝟐

𝟑
        (2) 

Now, 

𝟐

𝟑
[𝐥𝐨𝐠 (𝒙

𝟑
𝟐 +√𝟏 + 𝒙𝟑) − 𝐥𝐨𝐠(𝟏 + √𝟐)] = −

𝟏

𝟑
,−
𝟐

𝟑
 

[from (1) and (2)] 

⇒ 𝐥𝐨𝐠(𝒙
𝟑
𝟐 +√𝟏 + 𝒙𝟑) − 𝐥𝐨𝐠(𝟏 + √𝟐) = −

𝟏

𝟐
,−𝟏 

⇒
𝒙
𝟑
𝟐+√𝟏+𝒙𝟑

𝟏+√𝟐
=

𝟏

√𝒆
,
𝟏

𝒆
⇒ √𝟏 + 𝒙𝟑 + 𝒙

𝟑

𝟐 =
(√𝟐+𝟏)

√𝒆
,
√𝟐+𝟏

𝒆
    (3) 

⇒
(𝟏+𝒙𝟑)−𝒙𝟑

√𝟏+𝒙𝟑−𝒙
𝟑
𝟐

=
√𝟐+𝟏

√𝒆
,
√𝟐+𝟏

𝒆
⇒ √𝟏 + 𝒙𝟑 − 𝒙

𝟑

𝟐 =
√𝒆

√𝟐+𝟏
,

𝒆

√𝟐+𝟏
      (4) 

Subtracting (4) from (3) we get 

𝟐𝒙
𝟑
𝟐 =

√𝟐 + 𝟏

√𝒆
−

√𝒆

√𝟐 + 𝟏
,
√𝟐 + 𝟏

𝒆
−

𝒆

√𝟐 + 𝟏
 

⇒ 𝟐𝒙
𝟑
𝟐 =

(√𝟐 + 𝟏)
𝟐
− 𝒆

√𝒆(√𝟐 + 𝟏)
,
(√𝟐 + 𝟏)

𝟐
− 𝒆𝟐

(√𝟐 + 𝟏)𝒆
 

But 
(√𝟐+𝟏)

𝟐
−𝒆𝟐

(√𝟐+𝟏)𝒆
< 𝟎 

therefore  

𝒙
𝟑
𝟐 =

(√𝟐 + 𝟏)
𝟐
− 𝒆

√𝒆(𝟐√𝟐 + 𝟐)
⇒ 𝒙 = [

(√𝟐 + 𝟏)
𝟐
− 𝒆

√𝒆(𝟐√𝟐 + 𝟐)
]

𝟐
𝟑

 

 

 


