
 
Find: 

𝛀 = ∫∫
𝒙𝟐 𝐥𝐧(𝒚) 𝐥𝐧(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

(𝟏 + 𝒚)𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

Proposed by Shirvan Tahirov-Azerbaijan 
Solution by Amin Hajiyev-Azerbaijan 
 

𝛀 = ∫∫
𝒙𝟐 𝐥𝐧(𝒚) 𝐥𝐧(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)

(𝟏 + 𝒚)𝟐
𝒅𝒙𝒅𝒚

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

= ∫
𝐥𝐧(𝒚)

(𝟏 + 𝒚)𝟐
𝒅𝒚 ×∫ 𝒙𝟐 𝐥𝐧(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙 = 𝑲 ×𝑴

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

 

𝑲 = ∫
𝐥𝐧(𝒚)

(𝟏 + 𝒚)𝟐
𝒅𝒚

𝟏

𝟎

 

{∑(−𝟏)𝒏𝒙𝒏 =
𝟏

𝟏+ 𝒙
;
𝝏

𝝏𝒙
∑(−𝟏)𝒏𝒙𝒏 = −

𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟐


∞

𝒏=𝟎

 ; −∑(−𝟏)𝒏𝒙𝒏−𝟏 =

∞

𝒏=𝟎

𝟏

(𝟏 + 𝒙)𝟐


∞

𝒏=𝟎

} 

𝑲 = −∑(−𝟏)𝒏𝒏∫𝒚𝒏−𝟏 𝐥𝐧(𝒚)𝒅𝒚 =∑
(−𝟏)𝒏

𝒏𝟐
=∑

(−𝟏)𝒏

𝒏
=

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

−−𝐥𝐧(𝟐) 

𝑴 = ∫𝒙𝟐 𝐥𝐧(𝒙) 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒙 = −∑
(−𝟏)𝒏

𝒏
∫𝒙𝟐𝒏+𝟐 𝐥𝐧(𝒙)𝒅𝒙 =

𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

𝟏

𝟎

 

=∑
(−𝟏)𝒏

𝒏(𝟐𝒏+ 𝟑)𝟐
=
𝟏

𝟗
∑

(−𝟏)𝒏

𝒏
−
𝟐

𝟗
∑

(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏+ 𝟑
−
𝟐

𝟑
∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟑)𝟐
=

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏
 

=
𝐥𝐧(𝟐)

𝟗
+
𝟐

𝟗
∑

(−𝟏)𝒏

𝟐𝒏 + 𝟓
−
𝟏𝟔

𝟐𝟕
+
𝟐

𝟑
∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏

∞

𝒏=𝟏
 

{∑
(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 − 𝟏)𝟐

∞

𝒏=𝟏
= ∑(−𝟏)𝒏∫𝒙𝟐𝒏+𝟒𝐝𝐱 = ∫

𝒙𝟒

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

∞

𝒏=𝟏

𝒅𝒙 =} 

{= ∫(𝒙𝟐 − 𝟏)𝐝𝐱 +∫
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏

𝟎

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 =
𝟏

𝟑
− 𝟏+

𝝅

𝟒
=
𝝅

𝟒
−
𝟐

𝟑
} 

𝐌 = −
𝐥𝐧(𝟐)

𝟗
+

𝛑

𝟏𝟖
−

𝟒

𝟐𝟕
−
𝟏𝟔

𝟐𝟕
+
𝐆

𝟑
= −

𝐥𝐧(𝟐)

𝟗
+

𝛑

𝟏𝟖
−
𝟐𝟎

𝟐𝟕
+
𝟐𝐆

𝟑
 

answer: 𝛀 = 𝑲×𝑴 =
𝒍𝒏𝟐(𝟐)

𝟗
−

𝛑 𝐥𝐧(𝟐)

𝟏𝟖
+

𝟐𝟎𝐥𝐧(𝟐)

𝟐𝟕
−

𝟐𝐥𝐧(𝟐)

𝟑
𝑮 

Note: G - Catalan's constant 
 


