
PROPOSED PROBLEM

DANIEL SITARU - ROMANIA

Find x, y, z ∈
(
0, π

2

)
such that:

2 sin2 x = tan y
3 sin3 y cos y
sin4 y+cos2 y

= tan z
4 sin4 z+cos2 z
sin4 z+cos4 z

= tanx

Solution 1 by proposer.

tan y = 2 sin2 x =
2 sin2 x cos2 x

cos2 x
=

2 tan2 x
1

cos2 x

=
2 tan2 x

1 + tan2 x

AM-GM
≤ 2 tan2 x

2 tanx
= tanx

(1) tan y ≤ tanx ⇒ y ≤ x

tan z =
3 sin3 y cos y

sin4 y + cos2 y
=

3 tan3 y cos4 y

sin4 y + cos2 y
=

3 tan3 y

tan4 y + 1
cos2 y

=

=
3 tan3 y

tan4 y + tan2 y + 1

AM-GM
≤ 3 tan3 y

3 3
√

tan6 y
=

3 tan3 y

3 tan2 y
= tan y

(2) tan z = tan y ⇒ z ≤ y

tanx =
4 sin4 z cos2 z

sin4 z + cos4 z
=

4 tan4 z
1

cos2 z (
sin4 z
cos4 z + 1)

=
4 tan4 z

(tan4 z + 1)(1 + tan2 z)

AM-GM
≤

≤ 4 tan4 z

2 tan2 z · 2 tan z
= tan z

(3) tanx ≤ tan z ⇒ x ≤ z

By (1);(2);(3):

z ≤ y ≤ x ≤ z ⇒ x = y = z

2 sin2 x = tanx;x ∈
(
0,

π

2

)
⇒ 2 sinx =

1

cosx

⇒ sin 2x = 1 ⇒ x =
π

4
Solution: x = y = z = π

4 □

Solution 2 by Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo.
Tomando las nuevas variables u = tanx, v = tan y y w = tan z y considerando las
funciones

fn(t) =
ntn

1 + t2 + t4 + . . .+ t2(n−1)
, n ∈ N y t > 0,

el sistema propuesto se transforma en

f2(u) = v, f3(v) = w, f4(w) = u.
1
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Por la desigualdad entre las medias aritmeética y geométrica,

fn(t) ≤
tn

1 · 2 2
n · t 4

n . . . t
2(n−1)

n

=
tn

tn−1
= t = f1(t),

donde la igualdad ocurre si y solo si 1 = t2 = . . . = t2(n−1); es decir, si y solo si
t− 1. Aśı,

u = f4(w) ≤ w = f3(v) ≤ v = f2(u) ≤ u,

y con la igualdad ocurriendo si y solo si u = v = w = 1, lo que es equivalente a
x = y = z = π

4 , por se x, y, z ∈ (0, π
2 ). Puesto que los extremos de la cadena de

disigualdades anterior son iguales, se trata de una cadena de igualdades y la única
solución del sistema es x = y = z = π

4 . □
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